
博弈树, 子博弈完美纳什均衡
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同时行动博弈：市场进入

这个同时行动博弈有几个纳什均衡?

B
进入 不进入

A
进入 –1, –1 1, 0
不进入 0, 1 0, 0
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同时行动博弈：市场进入

这个同时行动博弈有几个纳什均衡?

B
进入 不进入

A
进入 –1, –1 1, 0
不进入 0, 1 0, 0

两个纯策略均衡: (进入, 不进入) 和 (不进入, 进入)

一个混合策略均衡, 其中
- 行为人 A (张三) 的混合策略为 (1/2, 1/2)
- 行为人 B (李四) 的混合策略为 (1/2, 1/2)
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从同时行动到先后行动

A

进入 不进入

进入 不进入 进入 不进入

(–1, –1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)

B B

博弈树

B

进入 不进入

进入 不进入 进入 不进入

(–1, –1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)

A A

A先行动 B先行动
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博弈树: 动态博弈的扩展型表示

A

进入 不进入

进入 不进入 进入 不进入

(–1, –1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)

B B

A先行动

博弈树的三个基本要素: 节点, 分支, 信息集

节点 (node)
- 决策节点

- 终端节点（效用）

分支 (branch)
- 每个分支对应行为人的行动

- 决策节点之后存在分支, 终端节点后无分支
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同时行动博弈的扩展型表示

A

进入 不进入

进入 不进入 进入 不进入

(–1, –1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)

B B

同时行动情形

博弈树的三个基本要素: 节点, 分支, 信息集

尽管从博弈树来看, 是行为人 A 先做出决策.
但是, 行为人 B 不知道行为人 A 的行动是什么.

我们用虚线把行为人 A 行动后对应的节点圈起来,
称这些节点是行为人 A 的信息集.
- 行为人 B 只知道此时博弈进入到了信息集中的某个节点,

但不知道具体是哪个节点.
- 只有行为人 A 知道此时博弈进行到了哪个节点.

重要的不是物理时间上的先后, 而是信息上的先后.
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后手行为人的策略

A

进入 不进入

进入 不进入 进入 不进入

(–1, –1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)

B B

先后行动情形

参与人 B 的策略: 观察到参与人 A 的行动后,参与人 B 会采
取的行动.

参与人 B 的纯策略有四个:
(进入, 进入), (进入, 不进入), (不进入, 进入), (不进入, 不进入)

其中(进入, 进入)的意思是:
- 如果A选择进入, 则我也进入
- 如果A选择不进入, 我还是进入
- 对应的函数 s : s (进入) = 进入, s (不进入) = 进入
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扩展式表示 v.s. 策略式表示

A

进入 不进入

进入 不进入 进入 不进入

(–1, –1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)

B B

扩展式（博弈树） 标准（策略）式

请用下划线法找出纯策略纳什均衡, 并和逆向归纳法的结果进行比较.

B

{进入，
进入}

{进入,
不进入}

{不进入,
进入}

{不进入,
不进入}

A
进入 –1, –1 –1, –1 1, 0 1, 0

不进入 0, 1 0, 0 0, 1 0, 0
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扩展式表示 v.s. 策略式表示

A

进入 不进入

进入 不进入 进入 不进入

(–1, –1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)

B B

扩展式（博弈树） 标准（策略）式

该博弈有三个纯策略纳什均衡：
1.（进入，（不进入，不进入））
2.（不进入，（进入，进入））
3.（进入，（不进入，进入））

B

{进入，
进入}

{进入,
不进入}

{不进入,
进入}

{不进入,
不进入}

A
进入 –1, –1 –1, –1 1, 0 1, 0

不进入 0, 1 0, 0 0, 1 0, 0

使用逆向归纳法, 只有一个均衡:
- A 的策略: 进入; B 的策略:（不

进入，进入）
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可信性和纳什均衡

10

这个纳什均衡有什么问题?

• 行为人 A: 进入

• 行为人 B: （进入，进入）

A

进入 不进入

进入 不进入 进入 不进入

(–1, –1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)

B B
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可信性和纳什均衡

11

这个纳什均衡有什么问题?

• 行为人 A: 进入

• 行为人 B: （进入，进入）

A

进入 不进入

进入 不进入 进入 不进入

(–1, –1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)

B B

行为人 B 的策略不可信(不可置信的威胁):

- 无论先手 A 如何行动, 我都要进入市场!

但这确实是一个纳什均衡: 如果先手 A 相信后手 B 会这么做,
A 不会进入市场. 随后, B 进入市场, “履行了他的承诺”.

先手 A 无法得知, 如果他进入了市场, 后手 B 会不会履行承诺.
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承诺和威胁的可信性

12

• 在动态博弈中，由于博弈方策略的实施是一个过程，所以过程十分重要，类似于对未来过

程的了解，它本身依赖于其它博弈方的行为。那么就存在一个对其博弈方所可能采取策略

的可信性问题。博弈方在博弈过程中存在着改变计划的情况，这种问题称为相机选择问题。

• 可信性：动态博弈中先行为的博弈方是否应该相信后行为博弈方会采取某种策略或行为。

• 后行为博弈方将来采取对先行为博弈方有利的行为为“承诺”，采取对先行方不利的行为

为“威胁”。
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进入市场动态博弈再分析

A

进入 不进入

进入 不进入 进入 不进入

(–1, –1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)

B B

扩展式（博弈树） 标准（策略）式

A
先
行
动

该博弈有三个纳什均衡：
1.（进入，（不进入，不进入））；
2.（不进入，（进入，进入））；
3.（进入，（不进入，进入））。

B

{进入，
进入}

{进入,
不进入}

{不进入,
进入}

{不进入,
不进入}

A
进入 –1, –1 –1, –1 1, 0 1, 0

不进入 0, 1 0, 0 0, 1 0, 0

1.含有不可信的承诺：承诺无论如何都不进入
2.含有不可信的威胁：威胁无论如何都进入
3.合理的纳什均衡
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子树和子博弈

14

• 子博弈定义：由一个动态博弈第一阶段以外的某阶段开始的后续博弈阶段构成，有初始信

息集和进行博弈所需要的全部信息，能够自成一个博弈的原博弈组成部分。

（1，0）

乙

甲

乙

借 不借

分 不分

（2，2）
不打打

（0，4）（1，0）

开金矿（信守）——子博弈

注： 原博弈的初始节点开始的博弈为原博弈本身，不称它为原博弈的子博弈
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子博弈练习
A

进入 不进入

进入 不进入 进入 不进入

(–1, –1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)

B B

• 有几个子博弈?
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子博弈练习
A

进入 不进入

进入 不进入 进入 不进入

(–1, –1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)

B B

• 有几个子博弈?

• 有2个子博弈

• 子博弈 1: A 选择“进入”后的子树

• 子博弈 2: A 选择“不进入”后的子树
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子博弈练习
A

进入 不进入

进入 不进入 进入 不进入

(–1, –1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)

B B

• 有几个子博弈?
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子博弈练习
A

进入 不进入

进入 不进入 进入 不进入

(–1, –1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)

B B

• 有几个子博弈?

• 0 
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练习

画出囚徒困境博弈的博弈树。
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子博弈完美纳什均衡

2024/3/25 20

• 在动态博弈中由于博弈过程是逐步深入的，这一过程由每个阶段所采取的策略构成，

由此引出“路径”的概念。

• 路径：从第一阶段开始通过每阶段一个行为，最后达到博弈结束的一个终端各博弈方

的行为组合。

定义：在一个完全且完美信息动态博弈中，各博弈方的策略组合在动态博弈本身和所有

子博弈中都构成一个纳什均衡，则称该策略组合为一个“子博弈完美纳什均衡”。

子博弈完美纳什均衡一定是纳什均衡，并且

• 不能包含任何的不会信守的许诺或威胁
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逆向归纳法

2024/3/25 21

如何求解子博弈完美纳什均衡? 逆推归纳法

在这门课中, 子博弈完美纳什均衡和逆向归纳解这个概念是等价的. 如果作业或题目让你求解子博弈完

美纳什均衡, 你直接使用逆向归纳法即可 (例: 先后定产博弈, 讨价还价博弈, 劳资博弈, 等等)
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补充说明: 逆向归纳解和子博弈完美均衡不等价

没有子博弈 （子博弈精炼法

失效）

逆向归纳法仍有效，因为先

手有两个信息集。
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补充说明: 逆向归纳解和子博弈完美均衡不等价

没有子博弈 （子博弈精炼法

失效）

逆向归纳法仍有效，因为先

手有两个信息集。

练习：给这个博弈例子赋予对应的最终效用，使得最终的纳什均衡多于1个，但逆向归纳解只有1个。
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可信的承诺和威胁

这些威胁不可信：

• “如果你不答应我，我就死给你看”

• “嫁给我，以后我什么都听你的”

• “你如果执意跟他结婚，我就跟你断绝父女关系”

如何让其他人相信自己？一个常用的方法是减少自己的可选行动

- 历史上经典威胁：破釜沉舟

- 去图书馆学习，只带课本，不带手机

作为后手，如何让先手相信自己的承诺？一个常用的方法是给先手留下把柄

- 上梁山必须要纳“投名状”

- 张三被歹徒绑架，并且看到了歹徒的脸。歹徒从张三的亲人手中拿到赎金后，张三如何让

歹徒放自己安全离开？
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3.4 几个经典动态博弈模型

25

3.4.1 寡占的斯塔克博格模型

3.4.2 劳资博弈

3.4.3 讨价还价博弈

3.4.4 委托人—代理人理论（自行看书学习，教师不作要求。同学们简单

了解即可）
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练习: 有同时选择的动态博弈模型

2024/3/25 26

• 市场上有三家钢铁厂: 张三, 李四和王五. 博弈一共有
两个阶段:

• 张三选择钢铁产量 𝑞1
• 李四和王五观察到张三的产量 𝑞1 后, 同时选择产量 𝑞2 和
𝑞3.

• 已知市场需求为 𝑝 = 𝑞0 − 𝑞, 其中 𝑞 = 𝑞1 + 𝑞2 + 𝑞3 为
总产量, 𝑞0 > 0 为给定常数. 求解这个动态博弈的纯
策略子博弈完美纳什均衡.
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给定第一期张三的产量 𝑞1 ∈ 0, 𝑞0 , 李四和王五在第二阶段的博弈为同时定产的古诺博弈, 其中
市场需求为 𝑝 = 𝑞0 − 𝑞1 − 𝑞2 − 𝑞3.

李四的最优反应函数:
𝑞2∗ 𝑞3 = 𝑞0 − 𝑞1 − 𝑞3 /2

王五的最优反应函数:
𝑞3∗ 𝑞2 = 𝑞0 − 𝑞1 − 𝑞2 /2

联立可得, 李四和王五在第二阶段的均衡产量为

𝑞2 = 𝑞3 =
𝑞0 − 𝑞1
3

给定李四和王五的产量 𝑞2, 𝑞3 , 张三在第一阶段的最优化问题为:
max
𝑞1

𝑞0 − 𝑞1 − 𝑞2 − 𝑞3 𝑞1 = 𝑞0 − 𝑞1 𝑞1/3

由一阶条件, 这个最优化问题的解为 𝑞1 = 𝑞0/2.
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综上, 这个博弈的均衡如下:

张三在第一期的策略: 𝑞1 = 𝑞0/2
李四的策略: 𝑞2 𝑞1 = 𝑞0−𝑞1

3
王五的策略: 𝑞3 𝑞1 = 𝑞0−𝑞1

3
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3.5.2 间接融资和挤兑风险
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下一阶段

1， 1 1， 1

1， 1

不 存 存 款
客户2

不存

存款

客
户
1

第一阶段

0.8，0.8

0.6，1

1，0.6

1.2，1.2

提 前 到 期
客户2

提前

到期

客
户
1

第二阶段

设一家银行为了给一个企业贷放一笔20000元的贷款，以20％的年利率吸引客户的存款。若两个客户各有

10000元资金，如果他们把资金作为1年期定期存款存入该银行，那么银行就可以向企业贷款；如果两客

户都不愿存款或只有一个客户存款，那么银行就无法结上述企业贷款，这时候客户都能保住自己的本全。
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如果第二阶段理想的结果（到期，到期）纳什均衡，结果如图。

（到期，到期） （存款，存款）

0.8，0.8

0.6，1

1，0.6

1.2，1.2

提 前 到 期
客户2

提前

到期

客
户
1

第二阶段

下一阶段

1， 1 1， 1

1， 1

不 存 存 款
客户2

不存

存款

客
户
1

第一阶段

1.2，1.2

此时有两个纳什均衡，后一个帕累托优于前一个，也是上策均

衡和风险上策均衡。

3.5.2 间接融资和挤兑风险
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如果第二阶段不理想的结果（提前，提前）纳什均衡，结果如图，

0.8，0.8

0.6，1

1，0.6

1.2，1.2

提 前 到 期
客户2

提前

到期

客
户
1

第二阶段

1， 1 1， 1

1， 1

不 存 存 款
客户2

不存

存款

客
户
1

第一阶段

0.8，0.8

（提前，提前） （不存，不存）

此时，（不存，不存）是纳什均衡，也是上策均衡。

3.5.2 间接融资和挤兑风险
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• 事实上，绝大多数银行挤兑都发生在传闻银行经营不好有可能破产的时候，一旦破产，储户的存款

就有可能遭受严重损失。所以，银行一定要注意良好的经营业绩，还要掌握相当比例的备用金。

• 现代更容易引发金融、社会风险的主要是不正规的非法金融活动，如地下钱庄和非法集资等。因为

非法金融活动常常通过恶意欺骗的手段吸引人们参加，用借新债还旧债的方法，而不是经营利润偿

还到期资金，信用差、管理差而且缺乏保险措施，引起金融风险并引发社会问题的可能性要大得多。

3.5.2 间接融资和挤兑风险
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3.5.3 国际竞争和最优关税

33

• 假设两个国家各有一个企业生产既内销又出口的相互竞争的商品，我们称他们为企业1和企业2。两国的消费者分

别在各自国内的市场上购买企业1或企业2的产品。

• 两国各自决定关税水平，然后企业各自决定内销与出口产品数量

• 用𝑄𝑖记在国家i市场上的商品总量，则市场出清价格𝑃𝑖为𝑄𝑖的函数𝑃𝑖＝𝑃𝑖(𝑄𝑖) = 𝑎 − 𝑄𝑖，𝑖 = 1,2。企业𝑖生产数量为

ℎ𝑖的产品供内销，数量为𝑒𝑖的产品供出口，因此𝑄𝑖 = ℎ𝑖 + 𝑒𝑗，𝑖, 𝑗 = 1,2。当𝑖 = 1时，𝑗 = 2；当𝑖 = 2时，𝑗 = 1。

• 再设两企业的边际产生成本同为常数𝑐，且无固定成本，则企业i的生产总成本为𝑐(ℎ𝑖 + 𝑒𝑖)。当企业出口时，因为

进口国征收的关税也计入成本，设国家𝑗的关税为𝑡𝑗时，企业𝑖的出口产品成本为（𝑐＋𝑡𝑗）𝑒𝑖，因此企业𝑖的总成本为

𝑐(ℎ𝑖 + 𝑒𝑖)＋𝑡𝑗𝑒𝑖。以此假设构造一个两阶段都有同时选择的四方动态博弈。
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厂商的得益函数为：

第二阶段厂商选择：
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思考

1.假设𝑡1和𝑡2等于0时如何？

2.关税有何作用？

3.5.3 国际竞争和最优关税
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结论１：
从这一结果可以看出来，如果国家提高进口关税，可以使本国企业的国内产量提高而进

口量下降。这说明国家能通过关税保护国内市场，限制外国产品的进入。这是世界各国

普遍设置关税并想提高本国关税的主要原因。

3.5.3 国际竞争和最优关税
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第一阶段政府选择：先把第二阶段根据厂商选择得到结果代入政府得益，再求最优化：
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结论２：

此结果说明，在两国自由博弈，即没有贸易协定的情况下，政府会制定𝑡1 = 𝑡2 = (𝑎 − 𝑐)/3的

关税税率以获得最大的社会福利；而企业则会内销ℎ𝑖 = 4(𝑎 − 𝑐)/9，外销𝑒𝑖 = (𝑎 − 𝑐)/9的产品

以获得最大的企业利润。

此时，企业利润 ，社会总福利为 。
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3.5.3 国际竞争和最优关税



38

3.5.4 工资奖金制度
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模型假设：

1.雇员𝑖(𝑖 = 1,2)的产出函数

为雇员努力水平，负效用函数为 且 。

为随机扰动，服从分布密度 ，均值为0的分布。

2.产量高的雇员得到高工资 ，产量低的得到低工资 。

3.两雇员在已知雇主宣布的工资奖金制度下，同时独立选择各自的努力程度。
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在存在雇员相互竞争的前提下，雇主通过雇员进行竞赛的方法实现有效激励的博弈模型

很显然，这个博弈模型是一个两阶段有同时选择的动态博弈模型，雇主决定 和 是这个博

弈的第一阶段，两雇员在知道雇主定的工资标准以后同时选择努力程度 是第二阶段。
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• 通过分析，雇员的得益为 其中

• 雇主追求利润最大化，得益为：

• 用逆推归纳法，先考虑第二阶段雇员的选择。对任意风险中性雇员来说，每个雇员的纳

什均衡策略，就是给定对方的选择，自己选择的努力程度一定要使自己的期望最大化。

对任意，必须是下列最大问题的解：
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，𝑖 = 1,2, 𝑝{… }表示括号中不等式成立的概率。

根据最大化问题的一阶条件，可得：

这是雇员所选择努力程度必须满足的基本条件。

( ) 0g e >( ), ( )u w e w g e= -

3.5.4 工资奖金制度
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代入得：

两雇员情况一样，对努力程度的选择也相同，即： ，这样就得到：

• 这就是两雇员之间静态博弈的纳什均衡，也就是他们在给定工资、奖金水平下的最优努力水平决定公
式。如果我们进一步给出产出函数中随机项的具体分布，以及两雇员努力负效用函数的具体形式，那
么就可以从上式中解出两雇员的具体选样。
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雇主选择

2024/3/25
41

由于雇员之间博弈的均衡是对称均衡，因此双方赢得竞赛的机会都是0.5，假设雇员能得到

其他工作机会提供的得益是 ，则保证雇员接受工作的基本条件是：

此即“参与约束”。

由于在雇员接受工作的前提下，雇主必然尽可能压低工资，因此约束条件可取等号：

于是得到：

设上述参与约束条件满足，雇主的利润函数为

a
U

alh
Uegww =-+ )(

2
1

2
1 *

*1 1 ( )
2 2h l aw w g e U+ - ³

*2 ( ) 2 ,h l aw w g e U+ = +

lhlh
wwewwyy --++=--+

21

*

21
2 ee

3.5.4 工资奖金制度



422024/3/25 42

雇主的期望利润为 ，因此雇主有如下的最优化问题：

上述雇主决策可转化为促使雇员的努力程度满足：

雇主利润最大化要求的雇员努力程度的一阶条件为：

代入两雇员的最优努力水平决定公式得到：
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该式的意义是具有有效激励作用，从符合雇主利益的奖金水平，只与工作成绩的不确定性有关。

3.5.4 工资奖金制度
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逆向归纳法的局限性
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有限期囚徒困境

张三和李四连续进行三轮囚徒困境博弈。
- 每一轮张三选择“合作”或“不合作”。
- 在单期博弈中，“合作”是严格劣势策略。

博弈进行方式如下：
- 第一阶段：双方同时选择“合作”或“不合作”
- 第二阶段：看到上一轮的结果后，双方同时选择“合作”或“不合作”
- 第三阶段：看到上一轮的结果后，双方同时选择“合作”或“不合作”

问：
- 如果你是张三，你会在第一轮选择“合作”么？
- 如果这个博弈进行10轮呢？进行100轮呢？
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有限期囚徒困境

- 博弈进行到最后一期时，前期的所有收益可以视为“沉没成本”。理
性参与人在最后一期会选择“不合作”

- 给定最后一期选择“不合作”，理性参与人在倒数第二期也会选择不
合作。

- 给定最后两期都选择“不合作”，理性参与人在倒数第三期也会选择
不合作。

- ……
- 由逆向归纳法可知：无论博弈进行多少期，理性参与人永远都会选择

不合作。

问：你觉得这个预测“合理”么？
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3.6.1 逆推归纳法的问题

2024/3/25 46

• 逆推归纳法只能分析明确设定的博弈问题，要求博弈的结构，包括次序、规则和得益情况等都非

常清楚，并且各个博弈方了解博弈结构，相互知道对方了解博弈结构。这些可能有脱实际的可能

• 逆推归纳法也不能分析比较复杂的动态博弈，例如象棋

• 在遇到两条路径利益相同的情况时逆推归纳法也会发生选择困难

• 对博弈方的理性要求太高，不仅要求所有博弈方都有高度的理性，不允许犯任何错误，而且要求

所有博弈方相互了解和信任对方的理性（所有博弈方的理性是共同知识）
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3.6.2 颤抖手均衡和顺推归纳法
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顺推归纳法
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3.6.3 蜈蚣博弈问题
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